Capitolo 1

Anomalie quantistiche

I.1 Anomalie quantistiche

I.1.1 Introduzione

\

Molto spesso, in meccanica quantistica, si € soliti costruire una azione che risulta in-
variante sotto alcune leggi della natura che vengono determinate dagli esperimenti. Questo
programma, ci porta a descrivere con successo le interazioni fondamentali.

Ma noi sappiamo bene che una trattazione completa non puo fermarsi alla sola scrittura
dell’ azione ma deve giungere all’ elaborazione dell’ integrale di cammino di Feynmann. Tale
passaggio puo essere cosi riassunto

e costruzione dell’ azione;
e esponenziazione dell’ azione;
e sua integrazione funzionale.

Ora, dal punto di vista classico tale procedura ¢ molto naturale e ben definita ma puo portare
a brutte conseguenze se non attentamente ponderata. Si & costruita 1’ azione in modo che
rifletta alcune simmetrie della natura ma si € preso per buono che si possa integrare su di
essa in modo consistente con queste simmetrie.

Per esempio, nel caso delle teorie di Gauge, per evitare i problemi or ora menzionati, si
¢ dovuto fare ricorso a piccoli aggiustamenti definendo 1’ integrale modulo le condizioni di
gauge eliminando le altre fisicamente equivalenti. In tale caso siamo stati aiutati dall’ intro-
duzione di nuovi gradi di liberta, i fantasmi di Fadden-Popov, che hanno messo in evidenza le
integrazioni in sovrannumero permettendo di conglobarle nella costante di normalizzazione.
Questo miracolo & avvenuto grazie al pagamento del modesto prezzo della perdita delle sim-
metrie iniziali dell’ azione e alla loro conglobazione nelle piui generiche BRS che diventano le
simmetrie dell F.P.I.

Analogamente, nello studio della teoria A®* e di Yang-Mills si vede che, per rendere
la teoria finita, si deve introdurre un parametro di scala p anche se la teoria classica di
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partenza & massless. Cio comporta che, mentre 1’ azione € invariante per trasformazioni di
scala, 1’ integrale di Feynmann deve perdere tale simmetria per rendere la teoria finita.

DEF. ANOMALO: Si dice che un operatore di simmetria ¢ anomalo se esso risulta una sim-
metria esatta per 1’ azione classica che perd non viene preservata come simmetria nell’ F.P.I.

E ovvio pero che tale definizione & antropica nel senso che la natura non possiede il limite
classico ma & utile in quanto, per i fisici, la costruzione di un integrale di cammino parte
proprio da tale limite e risulta percid un concetto molto importante per la comprensione
della meccanica quantistica.

La presenza di anomalie ha conseguenze fisiche molto importanti. Di esse se ne possono
distinguere sostanzialmente due tipi:

e quando I’ anomalia non & necessaria a stabilire la rinormalizzabilita della teoria ossia
quando la simmetria anomala & globale allora essa contribuisce in modo finito al pro-
cesso fisico. Esempi sono il calcolo del tempo di decadimento del processo 7° — vy o
il ben pill importante asimptotic freedom nella QCD. B proprio a causa dell’ anomalia
nell’ invarianza di scala classica che porta alla variazione di g con la scala e dunque
alla succitata asymptotic freedom. Questa classe di anomalie sono per cosi dire delle
“buone” anomalie;

e quando invece le anomalie affliggono delle simmetrie necessarie alla rinormalizzazione
della teoria esse sono “cattive” anomalie in quanto la loro presenza distrugge la possi-
bilita di costruire un integrale di cammino con valore finito. In quattro dimensioni la
sola anomalia in tal senso & quella chiriale di Gauge sui fermioni

Ma che cosa pud andare male nel processo di integrazione dell’ azione di modo che da una
Sq. invariante sotto un operatore di simmetria il corrispondente integrale di cammino venga
a perdere tale simmetria?

I problemi possono nascere o nella misura di integrazione o nella specificazione delle
condizioni al contorno. Ovviamente pud anche anche accadere che 1’ integrale di cammino
semplicemente non esista. A quest’ ultimo caso corrispondono molto probabilmente quelle
anomalie cattive che rendono la teoria non rinormalizzabile.

Al caso delle condizioni al contorno corrispondono le anomalie cosi dette globali. Un
esempio puo essere il caso in cui I’ integrale di cammino, a causa delle condizioni al contorno,
valga zero. Questo caso € ben conosciuto nelle normali integrazioni. Se 1’ integrando &
antisimmetrico sotto parita 1’ integrale varra zero se gli estremi di integrazione sono su di un
intervallo simmetrico. Interessiamoci invece del primo caso.

I.1.2 Le simmetrie interne

Richiamiamo i tipi di simmetrie usuali per la meccanica quantistica. Dapprima abbiamo
le simmetrie spazio—temporali come le traslazioni, le trasformazioni di Lorentz, le dilatazioni
e le simmetrie conformi. Per esempio 1’ azione della teoria di Maxwell & invariante sotto un
gruppo a quindici parametri che include tutte le succitate simmetre.
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Come si & poi visto nello studio della teoria A®* e nelle teorie di gauge I’ invarianza di
scala viene rotta dalla necessita di rinormalizzare la teoria tramite un parametro di massa y.
Il risultato di tale anomalie & la dipendenza della costante di accoppiamento dalla scala.

Ci sono ovviamente altri tipi di simmetrie: le simmetrie interne. Consideriamo la Q.E.D.
di un fermione di Dirac 9 € (% &) %) interagente con un potenziale elettromagnetico A, agente

come sorgente esterna. La sua azione € data da
S = / d*z (I + im)y
dove
D,=0,+1iA,, D =+"D,.
La S risulta invariante sotto la trasformazione globale di fase

Y(z) — ¢'(z) = ePep(x)

e, utilizzando il teorema di Noether questa porta immediatamente ad una corrente
Ju= ZE’WP

conservata ossia tale che 9,j* = 0.

1.1.3 La simmetria chiriale e la sua anomalia

Z/{ n’ altra simmetria di S nel limite di massa nulla & la simmetria chiriale globale

P(z) — &' (z) = ePrep(x)

P(z) = ¥ F(z)70 — ¥ () = P(x)e?r
la cui semplice applicazione del solito teorema di Noether

. 0L 0y

= Somy 9B

porta a una corrente

Jp = Pyulivs) = iWhyuysy

la cui divergenza puo essere calcolata utilizzando la variazione di S infatti
§' = [@wF 0, + i)y +iml = [ dlaPe T, +iA)y" + imle T =
= [ AT+ iB5) (O + i)y + il (T + iBys =
- /d4aﬂ[(aﬂ + AV Y + /d4waw75[(au + 1AV + dmlep + P[(8, + i Au) Y+
+im]ifysy =
= 5+ [ Aal@iBrs0u ) + PO i + FBvs A + BA"B15p — P~
— PBysep) =
= 5+ [ da(ifBrs0." + 90" B — 269754)

(L.1)
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e integrando per parti e considerando la trasformazione chiriale come locale ossia con

B = B(x) allora
s=s+[ d4w{w[%5v“6u¢ — (O] — 25%5«/;} =5+ [ dapbiy o

— BV 59 — 29y59] = S + /d4$5($)[—i3“@7w5¢) — 2mapys¢]
ma ¢S = 0 e dunque

M (ipyuysp) = g (x) = —2mpy5y (1.8)
o, nel limite di massa nulla
o*j5 =0, m=0. (1.9)

Cio che voglianmo verificare ora ¢ la conservazione di j, e di jz in presenza di correzzioni
radioattive. Nessun problema ci viene da j* perche’ dopo tutto esso & la corrente elettrica
che noi sappiamo essere conservata.

Per quanto riguarda invece la corrente chiriale ¢ stato dimostrato da Adler [1], Bell e
Jackiw [2] che la sua conservazione non ¢ verificata ordini A. A questa anomalia ¢ la famosa
“ABJ chirial anomaly”.

I diagrammi contenenti vertici 7,5 nell’ elettrodinamica degli spinori ¢ di particolare
interesse a causa delle sue molteplici connessioni. Cid che si vuole fare & mostrare che i
diagrammi della corrente chiriale hanno proprietd anomale che si differenziano da quelle
trovate dalla manipolazione formale dell’ equazione dei campi. In particolare, a causa della
presenzadel diagramma a triangolo, la divergenza della corrente assiale non sard 1’ usuale
espressione sopra calcolata e j7# non soddisfera piu 1’ usuale Ward identity. Questo presentera
una, connessione molto forte con alcuni processi fisici quali i gia citato tempo di decadimento
70— yy.

Utilizzando un procedimento introdotto da Fujikawa [3] basato sull’ utilizzo della fun-
zione ¢ mostriamo che 1’ extra fattore anomalo proviene dal fatto che I’ elemento di misura
funzionale non & invariante sotto trasformazioni chiriali.

L’ integrale di percorso

o~ ZlA] _ /D¢D¢+e—5[¢,w+,flu] (1.10)
dove S & definita nella 1.1, puo essere formalmente integrata come
e ZM = det[y, (0, + iA,) + im]L. (1.11)

Cosa accade ora a tale integrale di percorso quando si opera una trasformazione chiriale.
Gia sappiamo che S & invariante se 8 & una variabile globale e m = 0 ma cosa succede
all’ elemento di misura DD ? E ovvio che esso varierd come

DYDYyt — DYDY’ = J[BIDYDY T



I.1. ANOMALIE QUANTISTICHE 7

dove J[f] & lo jacobiano della trasformazione chiriale. Cio che si deve fare allora ¢ calcolare
questo jacobiano.

D’ altra parte, 1 e 9" sono variabili d’ integrazione per cui I’ F.P.I. deve rimanere
inalterato formalmente se a 1 e a ¥ si sostituisce 9’ e 1" ossia, in particolare, se ¥ e ™
variano per una trasformazione chiriale infinitesiama

P'(x) = P(z) +iB(x)ys9(z) (I.12)
deve essere che
/D¢D¢+m—5[w,w+,m — /pwfpdﬁe—sw',w'tm] — /D¢'D¢'+e—5’[¢,w+,Au] (1.13)

dove S’ denota I’ azione trasformata dalla trasformazione chiriale, che gia sappiamo essere

§'=5+ / A2 B(2) [~ i Fruvst) — 2mPsil. (L14)

Ma allora 1’ integrale di cammino a destra della I.13 puo essere formalmente integrata nell’ eu-
clideo come

/D¢'D¢'+e—5[w,¢+,z4u] — /J[ﬂ]p¢p¢+e—5[w,w+,,4,,] _

= J[B]det[y,(0, +1A,) + im —iB0uyuys — 2mfBys)
da cui
det[yu(9y + iAy) +im] = J[B] det[y,(Ou + iAy) + im — iBOuyuys — 2mpys). (L15)

Per prudenza moltiplichiamo ora tale espressione con I’ analoga in cui si € scambiatam — —m
in modo da dover trattare con determinanti di operatori ellittici con i quali la tecnica della
funzione ( riesce meglio, ossia utilizziamo la

det[(P +im)(P —im)] = J*[B]det[(P + im — iBOuyuys — 2mBys) (P — im — iBOu s+
+ 2mpBys)]
det[D 24 m2] = J? (8] det[D 24m?— 180y + P iB0uyuys — 2m2iBys 4+ 2mip Brys+
+2m?iBys — 2mPBysP + o(B?)]
= J?[B]det[p? + m* — (D ,iBdyuvs} + 2mIP Bys + 2mBP s+
+4m*ifys + o(8%)] =
= J*[Bdet[P* + m® — {P,iB0uyuys} + 2m{D , BYys + 4m*ifys + o(6%)]

e detto con

0K = —{ ,iBdumuys} +2m{P , B}ys + 4m?ifys + o(67) (L.16)

si ha che una soluzione formale per J2[3] risulta

o det[P? +m?]
T1Al = det[]p %+ m? + 6 K]

(1.17)
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o anche, passando ai logaritmi

In J[g] = —%{m det[D2 + m? + K] — Indet[P 2 + m?]} (L18)

che, ordine () puo essere scritto come

InJ[g] = —% / d*z B(z) { - 55(@ Indet[P? + m? + 6K] } ‘ﬂzo (L19)
o anche, ricordando che
d
Indet A = — %CA . (1.20)
si ha che
1 o,
n J[g] = 5 / d*z B(z) {WCI D% e 45K] (0)}‘[3:0 : (1.21)

Ricordiamo ora alcune cose sulla funzione (; per un ben definito operatore K, agente su z
la (k risulta data da

1 o0
Ck(s) = —/ dr 757! Tr /d4a: G(z,z,T) (1.22)
T'(s) Jo
dove la traccia agisce su tutti gli indici di G e G soddisfa la cosi detta equazione del calore
0
KwG(-Ta Y, T) = _B_G(ma u, T)a G(:Ea Y, T = O) = (5(55 - y) (123)
T

Allora la variazione della (g dovuta ad una variazione dell’ operatore K puo essere scritta
come

0K (s) = ﬁ /Ooo drrs7t /d4:v Tr 6G(z,z,T) (I.24)

dove ora la §G(z,y,T) soddisfa I’ equazione del calore inomogenea ottenuta differenziando
I’ omogenea come

H{K,G(z,y,7)} = 0K, G(z,y,7) + K;0G(z,y,7) = —%5G(w,y,7) ossia la

(KSU + g) 6G(x’y7 T) = _5K1G(xay7 T)a 5G($7 Y, T = O) = 0. (125)
T

Per sostituzione si pud vedere che una soluzione per la 1.25 risulta
T
0G(z,y,7) = —/d4z / dr' G(z,z, 7 — 7)0K,G(2,y,T) (1.26)
0

infatti differenziando rispetto a 7
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ﬁ(gg(w’y’ T) = —/d4z£ (/ dr' G(z,z, 7" — T)(SKzG(z,y,T')) -
or ot \Jo
_ /d4z /T dr’ 2G’(w,z,T' - 71)0G(z,y,T') =
0 or

—/d4ZG(.’E,Z,TI - T)(SKZG(zayaTI)

=T

—/d4z/0 dr' K,G(z,z, 7" — 7)0K,G(2,y,7') =

—/d4z 0z — 2)0K,G(z,y,7) — K;0G(z,y,T) =
= _6KwG($7 Y, T) - KstG((Ea Y, T)
da cui la I1.25.

D’ altra parte esiste un modo per costruire la G(z,y,7) dagli autovalori dell’ opera-
tore K, [4] infatti detta con {f,(z)} una base delle soluzionui di K, con A, come autovalore
ossia tale che

[ a5t @) fu(a) = b (1.28)
si ha che la
G(z,y,7) = Z e M fu(x) fF (y) (1.29)

n

soddisfa proprio la 1.23 ma allora

) = g ) ar et [ s T Gl -
= —% /Ooo drrs! /Ooo dr’' /d4xd4z Tr G(z,2,7 — 7)6K,G(2,z,7') =
- ‘L / Cdrrol / ar / d'zd'z Y e D fu (@) £, (2)0K
ze—w Fnl?) fii () =
N _@/o d7'7'571/0 dr’ /d4:1:d42' 7;ﬂe)\m—eT’()\"+)\m)fn(x)fn+(z)'
0K, fm(2) f ()

e integrando in d*z
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1 o0 00 '
0K (s) = _—I‘(s) /0 dr 7.51/0 dr' /d4z Z T T ()‘"+)‘m)f;r(z)5Kzfm(z)5n,m _
1 o0 00 /
_ _—I‘(s)/o dr 73*1/0 dr’ /d4z En eMTe 2T ’\"f;(z)éKzfn(z) =

1 oo Dt
:‘@/0 dZ A / d*z £, (2)0K, fu(2)
edettocon \y7 =0 —= 7= 9/\171

5x = ‘ﬁ > %6‘99% [ e g @IK ful2) =
- _ﬁ 2 /0oo doe 99 o / d*2 £, (2)0K. fu(2) =

1 —s—
e U o [tz @K fa(2)

e dunque, infine,

0Kk = —5 Z/\_s_1 /d4z i (2)0K, fr(2). (1.30)

Applichiamo ora questo formalismo al nostro problema. Posto K = P2 4+ m? + 6K con
0K, = 0K si ha che C/D 2 m2isK = Ck+sK = 0Ck e dunque
(SCK(S) (S —s—1 4

= ——q— A8 /d T(2)0K

(
aﬁia {—s Yo / 'z £ ()P, iBP s} + 2m{D , Bys + dim” B+

+0(ﬁ2)]fn(z)}
B=0

d’ altra parte gli ordini superiori a /3 nella derivazione danno termini contenenti 8 che dunque
si annullano per 8 = 0 per cui possiamo tralasciare gli o(5%) per cui

5CK(S) — 6 —8— 4 . .
6B(x) ls—o  9B(o) {_S;A 1/ d*z £ (2)[~PiBPvs — iBP Vs + 2mP Bs +

+ 2mBP s + 4z’m2ﬁ75]fn(z)}

=0

B=0
Ora, ovviamente anche ) & diagonalizzabile sulla stessa base di 22 + m? e siano a, gli
autovalori antihermitiano di ) tale che

D fn=anfn, f:D:fyjana a::ana a%:/\n_mQ (1-31)

dove I’ ultima delle 1.31 proviene dal fatto che
(E2+m2)fn:/\nfn :>E2fn:aifn: ()\n_mQ)fn- (1-32)
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Allora si ha che
6Cx(s)
66(z)

90
B=0 ~ 6p(x)

—2mpBysP + 4im2ﬂ’¥5]fn(z)}

{_3 S [t LGB — 895D + 2ma s

=0

= 55(;6) {—s Z)\—S—l /d4z IH ) [=PiBdvs —iB@ysP + 2manBys—

—2mpBysan + 4im>Bys| fn(2) H =
B=0

_ )
B 6B (z) £=0

Cio che facciamo ora & quello di aggiungere e togliere il termine P i8(i4 )ys + 1G4 )y di
modo che

6Ck ()
6B ()

{—SZ A A 2 5 (2) [P iB P ys — iBD s +4im2ﬂ75]fn(z)}

)
B=0 I

+P iB(id )vs + +iBEA )P — D iB(id)vs — iﬂ(ivA)75E]fn(Z)}

{_3 YA /d4z (@) [=PiBPys — iBPysP + 4im®Brys+

B=0

- -wix—) {—sZA‘S‘l / d*z £ (2)[=PiBP vs — iBP ¥sP + 4im®Bys—

—D BA s — BrAvsP ]fn(z)}

B=0

e d’ altra parte 4 & esso stesso diagonalizzabile su f,, ma essendo un operatore antiherimitiano
1

allora

by =—b  dove A fn = bnfn (1.33)

e dunque facendolo agire sugli autostati
_f;EﬁA')%fn = fvjpﬁ’)%ff( fn= bnf;—pﬁ')%fn = anbnf;—ﬁ')%fn
- ;;Aﬁ')%p Jn=—bn 7_1'—,8'75p fn= _anbnf:ﬂ'}ﬁ’)fn

e dunque si elidono a vicenda. Allora si ha che

0CK (s) _ 9 _ N NI Y .
0B(z) g 55@;){ S;A /d 2 fn (2) [P iBP vs — ifP v +
+4im? 85 fn(2) }
B=0

"Infatti ffA =buff = At fo = —A f. = b f da cuila 1.33
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0C 0 s , ,
5;((2'8)) 50 = (5,8(.’1)) {_5;/\ 1/d4z fT_L}—(z) [anzﬂ7501n + 113750nan+
+4im2ﬂ75]fn(2)}‘ -
B=0
)
= s> At [d'2fF(2) B(2)[2ia2 + 4im>]ys fn(2) =
zn: / 3B(w) { n(2)} 5o
=—s Z At /d4z 8(z — 2)(2ia2 + 4im?) f,7 (2)y5fn(2) =
= =2is 3 A7 oy + 2m7) £ ()75 ful(@)
e ricorando che a2 = A2 — m? allora
0
oy |y = 2N O ) (L34)
e inserendo questo risultato nella 1.21 si € trovato che
an - _Z/d4xﬁ { Z )‘ . 1()‘n + m2)fn+($)75fn($)} (135)
s=0

Cio che rimane da, fare ora e calcolare la sommatoria. Ma prima di farlo analizziamo 1’ espres-
sione f,7 s fr- Esso pud essere pensato come una sorta di conteggio del numero di autovettori
con autovalore nullo ( i cosi detti “zero modes”). Infatti VA, # 0 esistono due autovettori

fnzo = (8) e fnzo = f;:o = (aﬂ*) e nella sommatoria della 1.35 per ogni n ¢’ e sia un

termine della forma f,/vysf, e sia un termine f.rysfh = fuvsfik = fv3 fa = —faVsfn PEr
cui per ogni n # 0 i termini si elidono a vicenda.

Gli unici termini non nulli sono proprio quelli corrispondenti all’ autovalore nullo per cui
tale somma sard certamente proporzionale a ? nj, — ng ossia al numero netto di zero modes.
Calcoliamo dunque la somma,

C(s) =35> XN 1w +mA) £ (2) 75 fu(2) (I.36)

questa pud essere riscritta in forma operatoriale come

C(s) = s Z (AZ® 4 An—s — 1m®) £ (2) 75 fa(z) =
=s Z[J‘Jr )15 (P2 +m?) 70 fulx) +m? f (@) (P +m?) 77 fu(2)].

Ora, la sommatoria non & ben definita a causa della §(0) introdotta dal prodotto f,/ () f,(z)
e dunque, per eliminare formalmente tale infinito poniamo §(0) = %1_)1% d(z — y) ossia

2nr=zero modes con chirialita left e ng=zero modes con chirialitd right
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C(s) —;gnsz FE @@ +m?) 7 fulz) + m? £ (s (@2 +m®) "7 fu(@)] =
= lim s Z{hs (P2 +m2)~],0(z — ) + m[ys (P2 + m?) >0z — y) } =

—hmsZ{ s (P +m?)16(z — y) + m? Tr s (P % + m?) > ol — ) }.

Utilizzando ora la rappresentazione integrale per I’ operatore (I 24 m?)~% e per la 6(z — y)
ossia la

1 o 2
A /O dr o le=@ 4m)r (1.37)
Mz —y) = (21 k e?k(z=y) (1.38)
otteniamo

d4k

: 1 me)T m?2 )T iW(x—
o) = tmzos [y, 4 { Tepse® 40 5™ Ty o P J}e< 2

essendo I'(s + ) = sI‘(
L’ utilita di tutto questo costrutto sta nel fatto che ora 1’ operatore I diventa piu
maneggiabile visto che ora, agendo sull’ esponenziale, il 0, tira fuori un ik,. Scriviamo ora

1 1
ME = 'Y,U'YVDNDV = 5(7N'YVD;LDV + 71/7,uDuDu) + E(VM'YVDMDV - 'YV'Y,uDuD/J) =

1 1
5 (W DuDy = 3Dy Dy = 2D%) + 5 (a3 DDy + 47 Dy D — 2D%) =

1 1 1 ) .
= 5[’)’m’)’u]DuDu + 5{7ua’7u}DuD1/ =-D*+ E[V;La')’u](au + ZAu)(aV + ZAV) =
1
=-D*+ 50100y + 14,0, + 0y Ay — Ay AL)

d’ altra parte il commutatore e antisimmetrico mentre 9,0, e A, A, sono termini simmetrici
e dunque non danno contributi e se anche 4,0, si annulla 3 si ha che

) )
MQ =-D? =+ 5['7,11,'71/](6#,61/) =-D? + Z['Y,u,')’u](auAu - BVAIJ)

e detto con

O = 510w (1.39)
ed essendo

F. =0,A, —0,A, (1.40)
si ha che

P?*=-D*+0F, (1.41)

3Ma non ho la pil pallida idea del perche???
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per cui
Tt [yse~@ “+m)] = T [y5e(D?=m2)7 gouw Fuw] = o(D?=m)T Ty [ys o 0m FiuwT)]

e, sviluppando I’ esponenziale dentro alla traccia in serie di Taylor
—0py Fuum — (_1)n n
TI‘[’)/56 o ] =Tr |7 Z T(U;WF;WT) =
n=0 '

2
r
=Tr[vs] — 7 Tr [vs0u Fuu] + 5 Tr (V50w Fuw 0 pp F o] + 0(72)

ma Tr[y5] = 0, Tr [y50,.] o< Tr [¥57u¥nu] — Tr [¥57,7, = 0 — 0 = 0 e se anche gli o(7?) sono

nulli # si ha che
2

B T
Tr [yse o FwrT] = 9 Tr [Y50 10 pn| Fy Finy =

2
.
= —3—2{Tﬁr Y5 Y Y Yo Yn) — T (Vs Yo YuYoYn] — T [V Y6y Yn Yol +

FY5 Yo Yu Y Vol } Fw Fom
ed essendo
Tr [757u7u'7p'777] = 4e€uupn (1.42)
allora
2
_ T
Tr [yse~7meFu™] = _3_2(4€uupn — devppn — A€unp + d€uunp) Fiuw Fpy =
2
.

77 v pnF v Fon

e definito il tensore duale di F),,, come

Fu = §6W;077Fp77 (1.43)
si ha che
Tr [yse 7w ™ = — 12, F (L44)

e sostituito nella C(s) tale risultato si ha che

1 4 oo . ~
C(S) — % / d*k /0 dr 7_571 {_ST2€(D2,m2)T _ m27_3e(D2,m2)fr} ezk(w*y)FuuFuV _

iy T(s) | (2m)*
: 1 d4k o s+1 (D2—m?)T 2, (D2—m2)1 | Lik(z—y) n
_%%@/W/O drr {se + mTe }e FuwE,, =

d*k

2 . _ ~
(2m)4 el ek y)Fquuv

— li 1 Ood s+1 2 —m27
_—xl_%m/o T (s + m®T)e /

d’ altra parte
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27 - 1 ; 1 .
D7 gik(z—y) _ ZO E L +iAy) ]n ik(z—y) _ ZO ﬁ[(Zk“ + iAM)ZT]nGZk(z_y) _
— ¢ (K 42k, Amut+A?) jik(z—y)

e d’altra parte & ora possibile eseguire il limite in quanto con la derivazione si & persa la
presenza della §(0) ° e, posto k], = k, + A4, allora

eDZTeik(x_y) — e—(k'2—2k;Au+A2+2kLAH+A2—2A2)T — e‘klzT

dk, 'k

—£ — q = —5- si ha che
VT T

e posto k'?1 = = dkL =

Cls) = ——— /Ood s mir)e T [ Ik Fp d' altra part
s) = () Jo TT° (s +m°T)e (27r)4€ w Fuw e d’ altra parte

/ d'ke ™ = (V) = o (1.45)
per cui

1 o s—1 2 —m2r 1 n
C(s) = ——/ dr %7 (s + m*1)e 62 w Fuw ma,
1
/ dr 5 -1 —m T _/ dom™ 205 1 —28+2 -6 _ _231-\(8)
0 m
_9s 1 sT'(s)
— 2 0 _ —
/() dr e m? / dodm 2 Se 25+2P(3 + 1) = 2512)
- 1 -
per cui C(s) = —sm™2¢ (16 )QFN,,FW — m23m_23_316—2F“,,FW e quindi in definitiva
s s
_9s 1 ~

C(s) = —sm QSWFWFW (1.46)

e sostituendo nella 1.35
d 1
InJ[B] = _i/d4$5($) {% (_S(mz)ss 5w uu)} = Z/d433,3 { FuuFuu}
e quindi si e trovato che
i -
mJB) =2 / d*z B(z) Fu Fu (1.47)

e ricordando la I.13 si ha che

S =8+ 1] = -5 - [ d's () i0,@Fysy) = 2fose] +10ls] - da cu

/18 |:Z(9 1[”7#75’90) + 2m¢757/] + FuuF;U/ d4$ =0

e quindi si ottiene la legge di conservazione anomala per la corrente chiriale

N iPyuvs) = — gy Fyun s — 2mipysep (1.48)

8 2

SMah ... sard poi vero???
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855 = —%FWFW — 2m° (1.49)

per cui si vede come anche nel limite di massa nulla la corrente che nell’ azione veniva
conservata acquista nell’ integrazione funzionale un termine anomalo detto di Adler-Bell-
Jackwin della forma

. 1 ~
Oui = — g5 FwF- (1.50)
1.1.4 L’ anomalia ABJ con il metodo perturbativo

Vediamo ora di attaccare lo stesso problema utilizzando il metodo perturbativo dei dia-
grammi di Feynman alla maniera di Adler [1]. Riscriviamo la I.15 nella forma

e=5 = J[fle S~ Ao B@)(idubrrsy—2misy) (L51)

dove I’ e da graficamente le usuali regole di Feynman per la QED mentre il termine
aggiuntivo nella sua parte indipendente da m © da, se accoppiato a una sorgente esterna Sz
una nuova regola di vertice della forma

= /1,27w’)/u’)’5 (1.52)

per cui, nel limite m = 0 la 1.51 puo essere graficamente scritta come

exp {2} = Tlalew {Z T+T } (153)

per cui
4 } . (L.54)

J[B] = exp {_ Z

Chiamiamo nello spazio degli impulsi con I‘z (p, q) i grafici a due linee fermioniche conte-
nenti un vertice 7,5

= Sr(OILnt’ (. 0)Sr(@) =
N\

= / d*adty P (0[4(2) ], (0)9 (y)10) (1.55)

6Tanto a noi poi interessa il limite di massa nulla
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e con I'°(p,q) i grafi a due linee fermioniche esterne conteneni un vertice 75 tale che

- @ 7 = Sr(PT(p,9)Sr(g) =

= [ dtadty e 0 (@)1 O/ () 0) (56)

Allora se si considera I’ usuale equazione del moto si ottiene,come visto sopra per la di-
vergenza il valore errato 1.8. Da questa espressione si possono ricavare le cosi dette Ward
identities utilizzando la [5]

8 (0145 (x H@ 7)|0) = (0|0,5) (= HcI> z;3)[0) —

—125 x—xz)<0|5<1> T Hq) z;)|0) (I.57)
J#i

Esplicitando tale formula in questo caso e ricordando la 1.8 si ha che
lim 95 (0[45 ()55 (2)3) (1)10) = Lim (0]3)(2)D,;(2) (y)|0) — Lim i(8(z — ) (0| (x) (3)[0) +
+ 5(z — y){010% (y)3(2)[0) =
= —2m T [(0[(x)7° (VB (1)]0) -
—i(8(z — 2){0|(ivs9 ()P ()]0)3 (2 — y){0l (—ivs (1)) (2)10))]

dove I’ ultima si ha ricordando la I1.5. Passando ora allo spazio di Fourier e dimenticando le
costanti di normalizzazione che si semplificano ad ambo i termini si ha che

lim & / d*pdiq et g ()T (p, q) Sr(q) =

2—0

= lim [—2m/d4p dq eipquy*i(pﬂ)zSF(P)ru(P,‘I)SF(‘J)_
—7s / d*pdiq e S, (p + q) — / d*pdiqe™ T Sp(q + p)%]
- ;1_13(1) i(p+q) /d4p d*q eim+iqy—i(p+q)25F(p)rz (p,q9)Sr(q) =

= lim [—2m/d4p d*q e"p”iqy*i(pﬂ)ZSF(P)ru(PaQ)SF(Q)_

z—0
s / d4p d4q eipz+z’quF(p +q) — /d4p d4q eipw+iqz5F(q +p)’y5]

Ora, nel membro a sinistra e nel primo membro a destra si pu0 eseguire tranquillamente il
limite senza problemi, negli ultimi due membri di sinistra si pud formalmente sostituire al
limite per z — 0 rispettivamente un limite per p — 0 e uno per ¢ — 0 senza che nulla cambi
per cui si ha che
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~ilp+a) [ d'pd'qe IS L) (p,0)Sk () =
= —2m [ a'pa‘qemTHY — S (p)Tu(p, 0)Srla) -

— lim 5 / d*pdiq e Y Sk (p + g) — lim / d*pdiq e Sk (g + p)ys
p—0 q—0

per cui le ward identities nello spazio di Fourier possono essere scritte come

—i(p +9)Sr(P)T(p, 9)Sr () = ~2mSr(p)T4(p: 4) Sr(9) — lim 45Sr(p + 9)
— lim Sr(g+p)7s

(p+ q)Sr(p)T3(p, 9)Sr(q) = 2miSr(p)Tu(p, 9)Sr(q) + i75SF(9) +iSr(p)7s

e quindi

(p+ @)T%(p, q) = 2miTu(p, q) + Sy  (p)ys + V555 (q)- (1.58)

Cio che intendiamo mostrare ora & che queste non valgono in un calcolo perturbativo e
che il termine aggiuntivo ¢ proprio il termine anomalo della 1.49. Nell’ idea di sviluppare le
Ward identities in un ambito perturbativo scriviamo

L3(p,q) = vuvs + AL(p,0), Ts(p,q) =75+ As(p,q), Sp(p) ' =i(¥ —m)—Z(p)

(I.59)
dove
—1
i(f —m)]"t = ———— = ——— linea fermionica libera. 1.60
i -] = (1.60)
Allora, in termini delle correzioni non banali le Ward identitie possono essere scritte come
(p+ @)A(p, q) = 2miA,(p, q) — iZ(p)ys — i753(q). (L.61)

Ora, allo scopo di derivare le 1.61 in modo diagrammatico si pud operare una classificazione
dei diagrammi che contribuiscono a formare A, (p, ) in due classi:

1 diagrammi in cui il vertice v, u7y, € attaccato direttamente alla linea fermionica

Fig 1 Diagramma con vertice chiriale sulla linea fermionica
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2 diagrammi in cui il vertice 7,75 ¢ attaccato ad un loop interno

T dEEmEmmEsEEy

Diagramma con vertice chiriale su un loop interno

Ora si puo calcolare [1] esplicitamente il generico termine di ambedue le classi di diagrammi e
sommando tali contributi si ottiene a prima, vista la usuale Ward identities I.61. Senonche nel
calcolo della seconda classe di diagrammi si deve effettuare necessariamente una traslazione
dell’ elemento di integrazione di loop £ — £+ p + ¢ in modo da semplificare alcuni termini e
ottenere gli opportuni contributi alle 1.61.

Ma I’ operazione di cambiamento della variabile di integrazione ¢ lecita a patto che I’ in-
tegrale sia al massimo superficialmente con divergenza logaritmica ®. Ora il generico dermine
dei diagrammi del secondo tipo con 2n fotoni uscenti dal loop sara formato dall’ integrale
in d*r e tanti fattori La per quante linee fotoniche ci sono piu una che le connette con il

vertice 7,7s. Allora, per 2n linee fotoniche fi avra che
2n+1 2n+1
Jate (3)7 o faeleP (3)7 o ot degzm x A3

per cui il cambiamento di variabile & lecito per tutti quei grafici con loop con almeno quattro

5E questo dove sta??7??
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fotoni uscenti. Tali grafici generano dunque le I.61. Ma il loop a triangolo

ha solo due fotoni uscenti e dunque esso risulta linearmente divergente e quindi I’ operazione
di ridefinizione dell’ integrale sul loop non & piu lecita.

Cio che accade dunque, per questo diagramma, & che detto con f,,,(4,p,q) il grafo a
triangolo con le linee esterne segate ossia tale che

/d4e fupa(eapa Q) = Tupa(pa Q) (1'63)

esso va come £~ e quando si applica una traslazione nella misura d’ integrazione si ha, che

0
fd4£fup0'(eapa Q) = fd4efupa(el —a,p, Q) = fd4£fup0'(£,7p7 Q) - aafd4e,anupa(elapa Q)

e mentre il primo termine va a completare le ward identities non anomale il secondo termine
non nullo genera un termine anomalo che corrisponde proprio alla 1.49.

Vediamolo esplicitamente utilizzando le regole di Feynman per la QED sul grafo a trian-
golo
d?¢ —1

—14 -1

Tupo (p,q) = (=1) Tr / Ty s (e (ien™ ™ Yyt
+peg=
d>¢ 1 1 1
_ 2 3(2—w) —
el /7(2@2‘”'1}[ +pq

’Yu75m’7p7’¥ale 4
1

d>¢ 1 1
S / @ [mwumvpz%er
VSV SV L]
757Hl_q’7pll’70'l+¢

e dunque

Ty = ) [ A2 prr—z T+ B L — )+
wr =8 @2 (ErpPe(e—gp TR

+ 9% = ) £ve (£ + )]
Come gia detto questi integrali risultano linearmente divergenti in quattro dimensioni.

L’ idea immediata sarebbe di valutare la traccia e poi I’ integrale ma dato che si lavora
nell’ ambito della regolarizzazione dimensionale cido non funziona perche la 75 risulta definita

(1.64)
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solo in quattro dimensioni e non in un numero arbitrario. Certo esiste un modo di generaliz-
zare [6] la definizione di 75 che porta al risultato voluto ma noi, per i nostri scopi, sceglieremo
un’ altra strada.

Valuteremo prima 1’ integrale, lo moltiplicheremo per i momenti esterni ossia estrarremo
la divergenza di T, npo (p,q) e cio che rimarra sara la traccia di 7, con indici sommati sui
momenti esterni ossia somme su indici quadridimensionali. A quel punto potremo valutare
la traccia in quattro dimensioni. Iniziamo dunque valutando 1’ integrale 1.64 in 2w dimensioni.

Ricordando che [7]

Lo [ae [ 7a ! I
abc /0 x/o y[ay+b(1—m—y)+cm]3 (1.65)

si ha che

Tupa(pa )_26 2 w)/

dW 1

1—- :v
9 d/
/ v [(L+p)y+ 21—z —y)+
———=1Ir
+(£ - q)’z]
l-e d¢ 1
ez fLas [ [
dz dy 2m)2=w [Py + pPy + 2lpy + 02 — P2z — L2y+

Tel..] =
+02x + g?x — 24qz]3 (]

Caen [ [y [ : S Te[- ]
(2m)2—w [2 + 20(py — qz) + p*y + ¢°z]®

e detto con

Sp = DPuY — qu<, b2 = p?y + %z (1.66)
si ha che

_ 9.2, 32w d d*/ 1
Typs = 264 / m/ ey R DR IS Dy

+Y5Yu(£ — d)vp £ (£ + P)]

= Tr[vsvu (£ Vo kYo b + BV ko £ — B0k Vo d — LVo kYol + £Vph Vo £+
+ L% Vel — AV kYo b — AV kYo P)] =

= Tr[vsvu 2LV £V £ + BV Vo b — BV kYo d — Vo kYo d + £Vo kYo P —
~ A9tV — AV £V P)]-

Come si vede T}, (p, q) possiede termini lineari quadratici e cubici in £. Al fine di semplificare
le cose eliminando il termine cubico ricordando che

Lk =2, f + 0, (1.67)

si ha che
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Typo (P, @) = -+ Tr [y57u (=44, £ Y5 £ + 262,70 £ + termini lineari e quadr. in £)] =

= Tr (757 (82,ks £ — 4025 + 26%y,y0 £ + termini lineari e quadr. in £)]
d’ altra parte

Tr (757uYa) =0 (1.68)
per cui i primi due termini sono nulli e ci6 che rimane &
Tupo (P, @) = - Tr s vu 90 £ + B £ 96k — B0 £ 90 d — LYo EYVod + £Yp Y0¥~

~ A4 kv k — AV Ve B)] =
= Tr [157u Y0V Ya |26 4a + Tr [Vs9uYa Yo V8 Yo Vs) (Palsls — Palpds — Lalpgs+
+ Lalsps — qalpls — qalpps) =
= - Tr [ p Yo Vel 2640 + T [¥57uYaYp Y870 76) €845 (Pa — Ga) + Lalp(Ps — q5)—

— £5(pads — 4aps)]
per cui i termini da valutare sono

Tupo = Tigy + Tiy + Ty (1.69)
dove
d?wy 2024,
1) _ 5,2, 3(2—
Ty = 26720 / dw/ / 2m V2 [ 4 205 1 07 1 B rNel - (LT0)
1~’C d??¢ Lgls(pa — qa) + Lals( —)
(2) _ 9,2,3(2—w) 525 (Pa — qa B\Ps — 45
Tupo = 2¢7m / dz / (2m)2—w [(2 + 205 + b°]3
- Tr [Y5YuYa VoY B Yo Vo] (1.71)
d?v¢  —Lg( - )
3) _ 9,2, 32w B pa% GaPs)
Tiips = 2¢7p / dz / (27)2=w €2 + 24s + b2]3
* Tt [Y5YuYaYp Y B Yo s (1.72)
e d’ altra parte, ricordando che 8
/ dzy 2, _ '3 —w) Su 173)
(2m)2~w [£2 4+ 20s + b2]3  (4m)wT(3) (b2 — s2)3~w )

/ d¢ I B 1 {15 (2 -w) N
2o [+ 2s + 0 (@r)T(3) \ 27w (52 — 522w
4T3 — w)%} (L.74)

mentre, derivando ulteriormente rispetto a s, la

/ d>¢ 0,0 _ 1 {15 I‘(A—l—w)+
(2m)2=w [2 + 25 + b2]A — (47)9T(A) |2 " (b2 — s2)A-1-w

+T(A - w)%} (L.75)

8Vedi appendice
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si ha che
/ A0 Gul,(-A)20, 1 {15 D(A—1-w)(=25)(-A+1+w)
(2m)2 902 + 205 + 62 AFL  (dm)~T(A) 12" (% — )4
+T(A = W)yt + T(A — w) 8l

=)Ao (o=

+I'(A - w)(suu SV?ZQ( _ng)éflww) } =

1 s$,T'(A —w)

~ (4m)“T(A) { (b2 — s2)A-w
825, (—A + w) } B
m -

Sy
(1)2 _ 32)A—w B

+T(A - w)(2w + 1)

—2T'(A — w)

_ m {I‘(A —w)(2w +2)

Sy

(b2 _ SQ)A—w +

s%s,
FT(A 41— w)—(b2 — T

e dividendo tutto per —24

d>¢ 24, 1 1 s,
/ (2m)2=w [£2 + 205 + D?]AHT  (4m)wT(A + 1) {—§WF(A —w)2w+2)-

s2s,
-T'(A+1- w)—(b2 — AT

e posto A+ 1 — A si ha che

d2wy e2gu 1 s,
/ @m)2 w2 +20s + 214~ (4m)“I(4) { At A-ww+ )+

s%s,
+T(A - w)m} . (1.76)

Partiamo allora con il calcolare T,S,IJE, (p, q); utilizzando proprio quest’ ultima formula e chia-
mando con

D=b -2 =q¢%z(1 — ) + p*y(1 — y) + 2pqzy (L.77)
si ha che
1 -z 1 s
(1) — 2 3(2*&)) / _ & P 2 _ 1

T 0.0 = 4@ [Cdo [ ay {— o | TR - W)+ 1

8234

+T(3 = w) 3= | Tr VY YoYel ¢ =
D
262#3(2—w

) 1 1-z Se 323a
= ), dy{f<2—w><w+l>m+r<s—w>p3w}-

T [Y5YuYp Yo Va)
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Si tratta ora di regolarizzare questo grafico usando I’ approccio dimensionale e =2 —w — 0
254 1
T — _ / / —(2—w)) e Pt U=
aw [y Sa
= 87r/ :z;/ y (4mp®) {(——’y—i— )(3—5)5—#
584
- — Tr
+e( 7+ o) DED} ] =

1-z —€
= /d:z;/ dy(——’y—l—o ) ( ) +
473
2
- — Tr
+e( 1+ 0()) 50 (m ) -

1—x D
d dy [ - —
87r2/ x/ y( 7 +ole 4drp3

—l—e(——’y—i— ())323aé (1—51n47m3+ o(e ))’I‘r[ 1=

(3—¢)s (1—8111 +0(62>+

1—z D 52 1
= / d:z:/ dy [ —sa — 3sa7y — 33aln4 - tsapy +3gsa+0(€) Tr[ -]
e dunque, a meno di ordini finiti si ha che

(1) 62 1 11—z 1 D 32
T, (p,q) = @/0 d$/0 dy —351 +3y+3n T ) Tr [v57u7p 70 #]- (1.78)

Passiamo ora a T,S%?,(p q) utilizzando la 1.74

1- w 1. T(2-w $g8
72, =220 [ao [ ay s { [ g + TG - 007525 | 0a o)+

1. T2-w) SqS
+ [250"3W +IE —w) 53 s ] (ps —gs) Tr [757u7a7p7,3'7076]}
" i IT(2—w
Tioh(p,q) = & *@" / dz / 47T {{5 (DQw ){Tﬁr (V5 YuYe Yo VYo 18] (Pa — o)+

5385
)ﬂ

+Tr [Y5YuYa Yo Ya Yo ¥s) (D5 — 45)}} + [F(3 ~ W) P (Pa —da)+

SaS
+T'(3 - w) Dfi,,f, (ps — %)] Tr [vwwwpvma%]}

ma

VYo Yu = —Vp VY — 20507 = (2w — 2)7, = —2(1 — w),

per cui
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Tﬁ?,—e,u 2‘”)/ dz/

—2(1 - w) Tr [stwp%%s](pa ~as)}} + [P(3 -

{{;%{ 2(1 — w) T [v57uYaYpYo)(Pa — @a)—

5385
)/3’

D3 w (p - qa)+

SaS
(3 — w) 5 (s — %)] Tr [vmvwﬂmm]}

e osserviamo come ora, nelle prime due tracce sia possibile anticommutare senza il termine
con la d perche in tali termini ci sarebbe la traccia di una 75 con due 7y, che ¢ sempre nulla.
Allora, anticommutando si ha che

o [t T 1 (1IT(2-w
T2 = e’ )/ dx/ dy {— ( - )—4(1—w)Tr[757wp%7a](pa—qa)+

( ,n-)w 2 D2-w
8385 SaS
+ [1“(3 w) D@, o (Pa —qa) +T(3 —w) D‘fo,fi, (ps — gs)| Tr [’75'7u'7a'7p'7ﬂ’70’76]}

e d’ altra parte non si fa fatica a dimostrare che

YaVp VBV V6 = —2YaYp V8908 + 2VaYp Vo085 — 2Ya V8 Yo 0ps + 279V Vo060 —
—27578Y50ap + 275V Yo 0ap — 27Y6YpV80a — V6o VB Vo Yo (L.79)

e inserito questo risultato nel termine della seconda traccia proporzionale a s,sg produce,
a parte il segno, come ultimo termine proprio quello proporzionale a sgs;s elidendolo. Si ha
dunque che

172w
TL(LQ; =e’ ,U 32~ w)/ dx/ {2 (DQ w ) —4(1 - w)Tr[’YEf)'u’Yp'Ya'Ya](pa — qa)—
—9T(3 — w) =22, — qa) {Tﬁr (Y5 YuYaYo¥8)006 — Tx [V5YuYaYpYo 085+

D3 w
+ Tr [V57uYaY870)0ps — Tr [V5Yu Vo187V 1050 + T [V57uY678 Yo |0ap—

— Tr [Y5YuY5Yp Yo 0ap + Tr [757#757p7ﬂ]5a0}}

1= “ 4 1T(2 —w)
2) _ 3(2—w
Tp(apaf e :u' )/ d.T/ 47T {5 D2-w - 4(1 - w) Tr [757u7p707a](pa - Qa)_

—2I'(3 — )Dsw {Tr [y # 7 #1(Po — o) — T [Vs7ufVpVols - (P — @)+
+ Tr [Y5yu # # Vo) (0o — 4p) — T [V5Yu Yo # Vols - (0 — @) + Tr [vsyu (B — 4) #Volsp—

=T b8 = 90015 + e s = )9 150}

d’ altra parte anche per questi termini vale il fatto che si pud anticommutare senza il termine
con la delta per cui
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1- “” r2—-w
T/Eia = 6 H‘ 3= w)/ d:I:/ 47‘{' {_2 (Dg_w )(1 - w) Tr [VS’YM’Yp’YU’Ya](pa - Qa)_

—90(3 — w)

D3 —{="Tr (V57 #7p)(Ps — ao) + Tx [V57u7p ¥ Vols - (P — @)+
+ Tr [v5Yu# #70)(Pp — @p) — Tr [ Vs Yp #Vols - (0 — @) + Tr [vs7u (¥ — 4) #70)Sp
=T 1577 Yo (# = 4)]s” + Tr fysyu(# — d)vp%]sa}}

per cui il secondo e il quarto si elidono a vicenda. Passiamo a regolarizzare i termini rimasti

1— w —
Ty = —2e2u*7 / dx/ ) {ng-f)) (2 - w— 1) Tr 17770 (¥ — 0]+

+TI'(3 —w)

D3 o 1T [75%#;5’%]( 9p) = Tr s #70) (P — 40)—

= Tr [y Vo (B — d)1s* + Tr [ysyu(# — o) #9015, — Tr[ysyu(# — d)ﬁ’vp]sa}} =

— _8‘%/01 dz /Olw dy <47T1M3>_6 {T(e)D™%(e — 1) Tr [y57u Yoo (# — )]+

+¢el(e) D™D~ - .}} —

&ﬂ/(u/qu{(__7+())Q_61433 ).

(e = 1) Tr [vsvu Y70 ($ — )] + (1 — v+ 0(8)) ( 4;23 (52))1)—1{. . .}} _

=53 / dx/l wdy{(—1+1+ln412 + v+ o(e ))T&rhsfmp%(zzf—d)]Jr
HOD o)}

e dunque ordini finiti si ha che

1—x 1 D
T, = ——/ dw/ dy {(—— +1+1In pye +7) Tr [v57u7p70 (# — €)1+

£
+D T [ysyuf £961(Pp — 4p) — T [v57u# #7p) (Pe — 40)—
— Tr (Y577 Yo (B — 4)]8* + Te [ys7u(# — d) #7v0]sp —

~ T by (B~ ) ¥ )50} (1.80)

(3)

Passiamo infine a calcolare T),0(p, q) utilizzando la 1.73 e con lo stesso metodo utilizzato
sopra si giunge a
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TB) _ g2,32-w) d T gy LB W) sp _amy 5
3) = e z e Da—wPats { (V5 YuYaYpV8]005+

+2Tr [vwwwﬂa]% -2 TY (Y5 YuYa Y85 1006 + 2 T [Y57u Yo V8 Vo) 060 —

— 27Tr [Y5YuY678Y0 0ap + 2T ['75'7;1'75'7;0'70]5&,3 —2Tr [757u'75'7p'7,3]5aa} =

1
et / dw/ e D3*w {Tr (V57,87 #1ds — T [Y5Yu B Vo Vo)s - P+
+ Tr [vs7u ¥ #¥0lqp — Tx [757#7/0 Vol - q+ Tx [vsyud #7:1Pp

= Tr[ysvudvpYols - p+ Tr [ymmpg]pg} —

R w)/ dw/l ’ IB-w) 1 (-}
47r D3-w

e regolarizzando anche questo termine

e quindi ordini finiti si ha che

62 1 11—z a
T = 53 | do [ dy (D + o(e) {Tr s o
—Tr [Y5YuBYpVo)s - P+ T [Vsvul V)0 — TX [V Yp #Volp - g +

+ T [v57u d # Yo lPp — T [V Yud YpYo)s -+ Tr [vs7udp %]pa} (I.81)

Vediamo allora di risommare i vari termini ordine per ordine. Ordini % si ha che
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1— ;c 1
Tupo = 8ﬁ2 / dz / { sa Tr 15775 Yo Yal = = T [157u7p70Ya] (Pa _Qa)} =

1-x
=~ Wbl [ dn [y {0 = pa) +30a0 — qar)} =
1 €2 1-x 1 1—z
= __8—2 Tr [757#7?70'7&] {(th _pa)/ d.’l)/ dy - 3‘]04/ d:E.’L'/ dy+
™ 0 0 0 0

€
1 l1-x
+3pa/ dw/ dyy} =
0 0

1 e2 1 1
— o Tbsnroral { (d — pa) [ de(1 )~ g [ et - o)+

€ 82
1 1 —1)2
+3pa/ dxﬂ} =
0 2
| & 1 1 1 1 1
= _EQTI‘[’YKYN’YPVUVQ] {(Qa _pa)§ - 3Qa6 +3pa (5 + 6 §>} -0

Per cui nonostante upg(p q) e TL(L,,E,- siano singolarmente divergenti per w — 2 la loro somma

da contributi finiti nel limite ¢ — 0 per cui, in tale limite, il diagramma a triangolo risulta
convergente. Allora in tale limite 1’ unico termine che risulta non nullo e che dunque con-
tribuisce alla corrente assiale ¢ il termine indipendente da e che si deve ora sommare.

Osserviamo innanzitutto che esistono, in tale termine, contributi lineare in p,, lineari
in g, € termini di grado maggiore. Ora, cid che a noi interessa sara la divergenza sugli
impulsi esterni del grafico 1.62 ossia il termine (p + ¢),Typ0 per cui i pezzi non lineari di
T).ps spariscono in quanto sommando su p la traccia tira fuori delle €0 € dunque termini
contenenti gli impulsi esterni in grado maggiore al primo si annullano. Ci si puo allora
dimenticare tranquillamente delle varie traccie contenenti i prodotti di p,, g, € Sq

Cio che rimane al termine del calcolo sono allora i termini proporzionali a Tr [v57,7,7e # ]

in T,SB, e i termini proporzionali a Tr [v57,7,7:(# — 4)] in T;E%E,

Possiamo a questo punto eliminare ulteriormente i termini contenenti il logaritmo con
la seguente considerazione: tali diagrammi contengono, cosi come sono una divergenza in-
frarossa ma, come la 1.62 non contiene divergenze ultraviolette si puod anche dimostrare che
esso non contiene divergenze infrarosse e dunque tali termini devono necessariamente an-
nullarsi. Allora cio che resta € il solo termine proporzionale a 7 e quello costante. Sommando
i termini proporzionali a -y si ha che

62 1 1-z
) = ) /0 dz /O dy{—375a + Y(Pa — ¢a)} Tr (V57 VYo Ya] =
2

e 1 1-z
= —STZ'I‘I"[’)’E’)'Y/A’YP'YU'Ya { 3/ dﬂ?/ dy (pay — qo +/ dl‘/ dy (pa _Qa)} =

62
=—871Tr[757wp%7a]{— (/ dw/ dy pay — dww/ dy%) —(Pa—qa)}
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62 1 1 — X 2 1 1
L(LZ)U -8 7 Tr [757[17/)70704] {_3 (/0 dCC( 2 ) Pa — 0 dz 37(1 - m)Qa) + E(pa Qa)} =
€2 1 1 1 1 1 1
= — 'I‘r — — —_ — — — —_ — = — — =
) [Y5YuYpYoYal { 3 [(2 +e 2)pa (2 3) qa] + 2(pa qa)}
ey 1 1 1
= _87'(' [757[17/)70704] {_3 (Epa - EQa) + E(pa - Qa)} =
27 1
2

Allora anche il termine proporzionale a « € nullo. Resta dunque il termine in T,S,l)zf contenente
il solo s, e il termine in T,%)a contenente p, — qo. Per il calcolo di quest’ ultimo termine
ritorniamo a monte . Chiamiamo con T,Sz)g' e con TL(L%)UI i due termini indipendenti dagli

1) (2)

impulsi esterni in T,Spg e in Ty0 proporzionali a Tr [y57,7pYsYa] OSsia

26 3(2—w) 1-z
T,;pa_T,g;z;+T,ggz;_{ W [ [ aure o+ 1 -

262N3(2 w) 1—z
/ da:/ dyT'(2 — w)(1 — w)(Pa — ga) ¢ T [V57uYp Vo Yal

ora, si puo vedere [7] 19 che il primo termine si pud riscrivere di modo che

262“ 2—w) 1-z ( _q)
T} po —{ / dw/ dyT'(2 — w)w o= e

26 u3(2—w 1-z
/ dz / dyT'(2 = w)(1 = w)(Pa = 4a) ¢ T (V57700 Vel =
3(2—w) 1-—z ( )
= / d.’[:/ dy F ) Dr—w (2 — 2w+ w) Tr [’)’5’}’“’)’p')’a')’a] =
262 3( 2 w) 1—x o
= ,u / dm/ dyT'(2 — w)——— ( q ) (2 — w) Tr [v57uYpVoVal

e regolarizzando dimenticando il termine in 1 = e gli ordini superiori a €0 si ha che

e considerando il solo termine indipendente da €

9Sono stato costretto a seguire questa via strana perché con un calcolo diretto di somma dei termini gi3
regolarizzati non mi tornava il risultato giusto, sono stato costretto allora a seguire il metodo che usa il
Ramond [7] che somma i termini prima di regolarizzare utilizzando quell’ integrazione per parti di cui sotto
che per me & magla
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2 1 -z
e
Tllipcr T /0 da:/o dy Tr [vs7u Yo (¥ — d)] + -+
2
- _ Tr — ces
3(1677) (Vs YuYoYe (¥ — 4)] +
e calcolando la divergenza della corrente assiale e ricordando la 1.42 e visto che, come detto
sopra, i termini tralasciati si annullano si ha che

e? e?

P+ DuType = ~2(1677) Tr[vs(# + d)vpve (B — 4)] = _m4eupaa(p + Q) up — Qo =
o2
= _Weupaa (p,upa — Pu9a T quPa — qNQCk)
d’ altra parte i termini simmetrici si annullano per cui
e? e?
(p + q)NT/Lpa' = _@fupaa (Qupa - qua) = _@(Gpaauqltpa - €pouaqua)

e dunque finalmente

2
e
(p + @)uTiupo (P, 4) = 35 €ponwPpdy (1.82)

Allora si vede come calcolando con uno sviluppo perturbativo il termine (p + q) uAZ si ha
che i diagrammi del primo tipo danno i termini 2miA5(® — iS5 — iy5% mentre 1’ utilizzo dei
diagrammi del secondo tipo danno il termine 2miA®®) che con quello sopra va a completare
il termine 2miA® delle usuali Ward identities ' ma oltre a tale termine si aggiunge nello
spazio degli impulsi un ulteriore termine anomalo della forma I1.82. Allora le usuali Ward
identities sono errate e in realtd esse sono della forma

(p+ q)uI‘z(p, q) = 2miT,(p,q) + iSp" (p)ys + 0755, (¢) + termine anomalo (1.83)

Come puo essere scritto questo termine anomalo? Ovviamente esso ¢ dato, nello spazio degli
impulsi dal loop T},,, saturato sui fotoni uscenti e sui propagatori fermionici esterni ossia ¢
della forma,

= S7(p)Ap(P) Tupo (P 0) Ao () SF(—q) =

= _SF(p)Ap(p)Tupa (p7 Q)Aa (Q)SF(q) (1'84)

1A noi il contributo del diagramma, triangolo a. 2miA®® non & venuto essendo partiti sin dal principio nel
limite di massa nulla.



I.1. ANOMALIE QUANTISTICHE 31

e quindi le Ward identities anomale risultano

(p+ @)l (p,q) =2milu(p,q) + iS5 ()75 + 11555 (q) — iAp(p) As (@) Tupo =
2

. A . _ €
= 2mil(p,q) +iSp" (p)¥s + 555 ' (9) — @fpauvpquAp(p)Aa(Q)'
(L.85)

Ricordiamo che le 1.58 si ricavano dall’ espressione della divergenza di jZ. E ovvio allora
pensare che tale termine anomalo provenga, nello spazio delle coordinate, proprio dal fatto
che la divergenza di ] non ¢ solo —2m+ys ma qualcos’ altro. Mostriamo che una divergenza
anomala di 35 della, forma 1.49 da proprio un termine uguale a quello anomalo contenuto
nella 1.85. Rlcordando I’ espressione di F},, e del suo duale si ha che

. i
8sz(z) = —2mry5 — WEW,,(,FW(Z)FPU (2)

= 275~ 1o (s 2) — Do Au(2)) (B Ao (2) — 35 Ap(2))

e scritto A,(z) nello spazio degli impulsi come
4u(2) = [ dtpe 4, (p) (L86)

si ha che il termine trattato classicamente nella 1.57 11_I>I(1) (0|2 (x) N]u( 2)1(y)|0) viene ora
z

riscritto come
T (017(2)0,5(2)9 (1)[0) = ~2m [ d*pd*ge” =T (p,q) -

'l _ ) )
— lim s ey [ d'pd'ge™ P (e Ay (p) — BT P Au(p))-

-8y Ay (q) — Bre 7' A, (q))
e tralasciando il primo termine che porta all’ usuale termine di massa della [.58 e detto con
K(p, q) il termine aggiuntivo si ha che

1 _ _ . .
K(p,q) = —11_1)1(1) T672 Gu,,pg/d4pd4qe ipr— que ipz— Zqz( ZpuA ( )+ZpuAu(p))-

(—igp Ao (q) +igoAp(q)) =
= o [ A e (A, (p) — pu Au() G0 A (0) — a0 Apla) =

]

= e [ it 3, A 5) - 20, (0) =

)
AT / d'pd*qe """ p,q,4, (p) Ao () =

1

= = g3 o / d*pd’ge """, q,A,(p)As(q) =

7 P
_4—7r26Pa/u//d pd4q€ pe qupquAP(p)AU(q)
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e dunque

) )
—i(p + Q)MFZ = ... Z1—7T4epa;wpuql/A/O(p)AU(Q) (1.87)

che corrisponde esattamente al termine ottenuto con il calcolo esplicito del diagramma tri-
angolo.

Dunque I’ anomalia dovuta alla non invarianza dell’ elemento di misura dell integrale di
percorso ¢ I’ anomalia dovuta al diagramma a triangolo con due fotoni uscenti dal loop nelle
identita di Ward.
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